FEATURES OF SOLUTIONS OF THE STEADY CONVECTION-DIFFUSION-REACTION EQUATION WITH NEGATIVE REACTION COEFFICIENT by Крукиер  Лев Абрамович & Крукиер  Борис Львович
440 XМеждународная конференция "Сеточные методы ... – Казань-2014
УДК 519.6
ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ СТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ
КОНВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ-РЕАКЦИИ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМКОЭФИЦИЕНТОМ РЕАКЦИИ1)
Л.А. КРУКИЕР, Б.Л. КРУКИЕР
Южный федеральный университет
E-mail krukier@sfedu.ru; bk@sfedu.ru
FEATURES OF SOLUTIONS OF THE STEADY CONVECTION-DIFFUSION-REACTION EQUATION
WITH NEGATIVE REACTION COEFFICIENT
L.A. KRUKIER, B.L. KRUKIER
Southern Federal University
Аннотация
Рассматривается стационарная задача конвекции-диффузии-реакции с отрицательным коэф-
фициентом реакции. Показано, что при центрально-разностной аппроксимации задачи пространствен-
ный оператор сохраняет спектр в правой полуплоскости для некоторого интервала отрицательных ко-
эффициентов реакции.
Ключевые слова: Стационарное уравнения конвекции-диффузии-реакции, отрицательный коэф-
фициент реакции
Summary
Steady convection-diffusion-reactionequationwith negative coefficient of reaction has been considered.
It was shown, that central finite difference approximation saves spectrum in right half plane for some negative
reaction coefficient.
Key words: The steady convection-diffusion-reaction equation, negative coefficient of reaction
Введение
Базовыми моделями проблем механики сплошной среды являются краевые задачи для нестационар-
ных и стационарных уравнений конвекции-диффузии-реакции (КДР). Для их исследования привлекаются
различные численные методы. После конечно-разностной, конечно-элементной или конечно-объемной
аппроксимации по пространству мы приходим в случае нестационарной задачи к задачи Коши для си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений, а при аппроксимации стационарной задачи сразу
получаем систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Основные особенности этих задач, в
обоих случаях, связаны с несимметричностью оператора задачи по пространству и его знаконеопреде-
ленностью [1].
Конвективно-диффузионный перенос и учет химических реакций играет определяющую роль во мно-
гих процессах переноса субстанции в движущейся среде. В качестве базовых математических моделей
при его описании выступают краевые задачи "конвекции-диффузии-реакции" . Доминирование конвек-
ции над диффузией, а также возможная несогласованность краевых условий и правой части уравнения
делают возможным появление в расчетной области локальных областей с большими градиентами иско-
мой функции – пограничных и внутренних переходных слоев. Наличие источников и стоков в химически
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реагирующих потоках вносит дополнительные сложности в картину процесса. В конечном счете это при-
водит к серьезным трудностям при численном решении математических моделей.
Одна из трудностей связана с различным масштабом процессов диффузии и конвекции. В матема-
тическом отношении это означает появление в краевой задаче малого параметра при старшей производ-
ной. Его стремление к нулю приводит к неограниченному росту производной и при не-согласованности
краевых условий с правой частью, порождает сингулярно возмущенную задачу [2]. Практические потреб-
ности решения таких задач дали импульс к их исследованию и разработке специальных вычислительных
технологий, обеспечивающих необходимый порядок точности приближен-ного решения и имеющих ра-
зумные требования к ресурсам. Очевидно, что основой для численных исследований этого класса задач
является правильно построенная в области расчета сетка. Данной проблеме посвящено большое количе-
ство работ [2–4]. Вместе с тем, даже если в областях расчета не возникают внутренние или пограничные
слои, в работах [5,6] было показано, что получаемые в результате центрально-разностной аппроксимации
СЛАУ обладают рядом не очень хороших свойств при доминировании конвекции: потеря свойства диа-
гонального преобладания для матрицы системы, очень важная для сходимости итерационных методов, и
сильная несимметрия системы, т.е. преобладания нормы кососимметричной части матрицы над нормой
симметричной ее части. Вместе с тем, использование при аппроксимации конвективных членов разностей
"против потока"приводит к системам с М-матрицами [7], что хорошо для итерационных методов (сохра-
няется свойство диагонального преобладания), но сильно размывает численное решение за счет схемной
вязкости, что при больших числах Пекле недопустимо, т.к в этом случае численная схемная вязкость пре-
вышает физическую [8]. Наиболее полно проблема решения задачи конвекции-диффузии рассмотрена в
монографиях [9] и [10].
1. Уравнение конвекции-диффузии-реакции и его особенности
Рассмотрим двухмерную краевую задачу КДР в квадрате Ω = [0, 1]∗ [0, 1] с краевыми условиями 1-го
рода. Уравнение КДР запишем в симметричной форме [11]
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где Pe – число Пекле, U˜ = {U, V } – поле скоростей в Ω , C – неизвестная функция, α – коэффициент
реакции (α = 0 означает, что величина C консервативна), ~div U˜ = 0 означает, что среда несжимаема,
f – правая часть уравнения, δΩ – граница области Ω , Cgr – значение функции решения на границе δΩ
(как правило Cgr = 0 в силу подстановки C˜ = C − Cgr и линейности уравнения (1))
Задача (1)–(3) появляется во многих областях исследований, как в прямом виде, так и как часть более
общей задачи, например, уравнения Навье-Стокса. Как правило, задача КДР рассматривается при усло-
вии, что α > 0 [9]. Вместе с тем, ограничения на знак коэффициента реакции связаны не с сущностью
задачи, а с возможностью ее решать численно, т.к. в этом случае спектр разностного оператора может
перейти в левую полуплоскость, у него могут появиться нулевые собственные числа и он потеряет очень
важное для сходимости итерационных методов свойство знакоопределенности.
Рассмотрим случай с α < 0 . Отметим, что в случае регулярной области Ω , краевых условий 1 рода и
равномерной сетке в области собственные вектора и собственные числа разностного аналога оператора
Lh = −
1
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∆h + α (4)
известны [12, 13] и имеют следующий вид:
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+ α,
m = 1, 2, . . . n− 1; p = 1, 2, . . . n− 1,
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2π2
Pe
+ α 6 λi 6
8
Peh2
+ α,
i = 1, 2, . . .N,N = (n− 1) ∗ (n− 1).
Отсюда сразу следует, что при α 6 −
2π2
Pe
разностный оператор, соответствующий членам диффузии
и реакции будет терять свойство знакопостоянства и его спектр частично уходит в левую полуплоскость.
Таким образом, получаем следующую теорему
Теорема 1. При центрально-разностной аппроксимации задачи (1)–(3) на равномерной
сетке в прямоугольной области, полученная после стандартного перебора узлов сеточной об-
ласти спектр симметричной части разностного оператора (4) будет лежать в правой полу-
плоскости при
α > −
2π2
Pe
.
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